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Double-Diffusive Convection on the Solid-Liquid Interface 
in the Early Stage of Solidification 
Masanori UEDA *1, Shigeo KIMURA, Takahiro KIWATA and Nobuyoshi KOMATSU 
*1
 Graduate School of Mechanical Engineering, Kanazawa University, 
Kakuma-machi, Ishikawa, 920-1192, Japan 
In the present study, we report on the effect of double diffusive convection associated with solute discharge in the 
early stage of unidirectional solidification from above. Two-dimensional numerical simulations have been conducted to 
clarify the concentration, temperature and heat flux on the solid-liquid interface under a constant solid layer growth rate. 
The moving boundary due to solid layer growth was formulated according to the boundary tracking method. The 
simulations were conducted by varying the initial conditions; concentration, solid layer growth rate and heating 
temperature at the bottom. The effects of thermal and solutal Rayleigh number on the concentration and the convective 
heat flux at the solid-liquid boundary were discussed, and the associated correlations to predict those values as functions 
of the initial thermal and solutal Rayleigh numbers as well as the speeds of solidification were derived. 
Key Words : Heat Transfer, Double-diffusive Convection, Natural Convection, Directional Solidification 






























 原稿受付 2012 年 03 月 21 日 
*1




































2. 2 次元数値解析 
2・1 固液界面のモデル化 






















Fig.1 Schematic diagram illustrating the coordinate system used in the analysis and a representative 




























































































































































































































































































































































































































     (6) 
ここで，x は z 軸と垂直な方向（水平方向）の座標，u，w はそれぞれ x，z 方向の速度成分[m/s]，ρ は密度[m3/kg]，
g は重力加速度[m/s2]，µ は粘度[Pa・s]，P は圧力[Pa]，C は溶質濃度[wt%]，添え字の“ l ”は液相を意味する． 
本研究では，基礎方程式の離散化は有限体積法に基づいて行い，計算格子にスタガード格子，圧力と速度のカ
ップリングには SIMPLER，圧力方程式の解法には点 jacobi 前処理法と組み合わせた GPBi-CG 法(16)を用いた．速
度場の移流項には 2 次精度 Quick スキーム，温度と濃度の移流項には，密度場の振動を最小限に抑えるため 5 次
精度 WENO スキーム(17,18)を，その他の項には 2 次精度中心差分を用いた．時間進行法には，移流項に 2 次精度
Adams-Bashforth 法，拡散項に 2 次精度 Crank- Nicolson 法を用いた． 
図 2 に計算格子の概要を示す．計算領域は x 方向に H = 100 [mm]，z 方向に H = 100 [mm]とし，計算格子点数
は，300 点×200 点とした(図 2 のメッシュは見やすさに配慮し， 50×50 の場合を示してある)．固相成長と共に
メッシュが鉛直方向に変化することが分かる． 
また，液相内の温度 Rayleigh 数と濃度 Rayleigh 数はそれぞれ以下のように定義され，供試流体の密度には近似
式(9)を用いた． 














=        (7) 
  













=        (8) 
( ) BTTA maxl +−= 2ρ  (ただし  -5 < Tl < 0 ℃，0 < Cl < 38 wt% )      (9) 
( )lCT 5266.010293.4max −=         (10) 
( ) ( ) ( ) 2753 1014901.41031458.41037473.7 ll CCA −−− ×+×+×−=      (11) 












固液界面の溶質濃度 Cf から液相線温度 TLiquidus =Tf を求めた． 










































JCmCTTwu    (13) 
(2) 加熱面(z = H ) 
 速度場に non-slip 条件，濃度場に勾配ゼロを採用した．また，液相内の Rayleigh 数 Ra を高く保ち，液相から固
液界面への時間平均的な熱流束を一定に保つため，加熱面温度一定を与えた． 













       (14) 
(3) 側面(x = 0, H ) 
速度場に non-slip 条件，温度場，濃度場に勾配ゼロを採用した． 







































Fig.2 Representative examples of computational grid. 
(a) F = 0.0 (b) F = 0.1 
  










        (15) 
ここで，mLは液相線温度の勾配を表す正の値とし，添字の“f ”，“h ”はそれぞれ固液界面，加熱面を意味する． 
 
2・4 数値計算の妥当性 
上面冷却，下面加熱および側面断熱とした正方密閉容器内の自然対流を仮定し， Nasreddine ら(19)による 2 次元
数値計算との比較を行った．計算条件は容器内の温度 Rayleigh 数 RaTを 104, 105, 106と変化させ，定常状態となっ
た後，加熱面での平均 Nusselt 数および局所 Nusselt 数の比較を行った．各 Rayleigh 数における平均 Nusselt 数の
結果を表 1 に示す．RaT =106において最大 0.3%程度の差であり，また局所 Nusselt 数においても良い一致を示した
ため，本計算コードは妥当であると考えられる． 
 
Table 1 Comparison of mean Nusselt numbers on the hot wall with other study ref.(19). 
Averaged Nusselt num. on the hot wall Nuh Rayleigh num. RaT 
Pres. study (Grid size 50×50) Ref.[19] (256×256)  
104 2.1558 2.1581 
105 3.9085 3.9103 
106 6.3261 6.3092 
 
2・5 初期条件 







 計算は,（1）固液界面を成長させず，固液界面温度 Tfを液相線温度 TLiquidus以上の To ( > TLiquidus = mLCo )で定常に
保ち，その後，固液界面での温度を TLiquidusへ瞬時に変化させる計算，（2） 実際に固液界面を成長させる場合の 2
種類を行った.このうち（1）の計算では,（2）における凝固点降下による熱流束の非定常特性を定量的に評価する
ための比較として行った. 




























































































































Fig.3 Time series of space averaged heat fluxes and the bulk 
temperature (Tb) in the liquid region. The initial and boundary 
conditions; Co=5 [wt%], Th=5 [oC], Vo=0[mm/h]. 
(a) Streamlines (b) Temperature Field 
Fig.4 Computational results at the steady-state (t = 3500 [s]). 
The initial and boundary conditions; Co=5 [wt%], Th=5 [oC], 
Vo=0[mm/h]. 
0 20 40 60 80 100 20 40 60 80 10
5.0 -2.0Temperature T [℃]
  
（1）初期濃度 Co = 5 [wt%]，加熱面温度 Th = 5 [oC]，成長速度 Vo = 0 [mm/h]，固液界面温度 Tf = To = 0 [oC] (>TLiquidus ) 
に保ち，まず定常となるまで計算を行った．その後，固液界面温度を平衡温度 TLiquidusに瞬時に変化させ，固
液界面での熱流束 q"fと加熱面での熱流束 q"hが時間平均的に等しくなる定常状態まで計算を行った． 
（2）初期濃度 Co = 5, 10 [wt%]，加熱面温度 Th = 0，5 [oC]，固液界面の成長速度 Vo = 5，10，15 [mm/h]の範囲で
それぞれ各条件の組み合わせについて解析を行った．計算は，それぞれ，実時間で 1200 (s) 計算された．ま
た，今回の温度 Rayleigh 数と濃度 Rayleigh 数の範囲は以下のようになる． 




 図 5，図 6 に，時間に対する平均熱流束 "q の変化およびその予測値および対流熱伝達率 h を示す．尚，結果は
冷却面温度を TLiquidus（平衡温度）に変化させた時点からの結果である．また，予測値に関しては後述する． 
 図 5 から，上面の固液界面の温度を変化させた後，液相内の混合平均温度 Tbが徐々に下がっていくこと，およ
び固液界面での熱流束 q"fが相対的に大きく，加熱面での熱流束 q"hが相対的に小さな値を示すことがわかる．こ
れは，固液界面の温度変化に伴い，液相内の混合平均温度 Tbとの間により大きな温度差が生まれたためである．  
 一方，図 6 から熱流束の緩慢な時間変化と比較して，対流熱伝達率 h および冷却面，加熱面での対流熱伝達率
hf，hhは非常に早い段階で定常に達しているのが分かる．尚，hf ，hhおよび平均対流熱伝達率 hbはそれぞれ次のよ
うに定義される． 
( ) ( )( )fbff TtTht"q −= ,  ( ) ( )( )tTTht"q bhhh −= ,  ( )hfb hhh += 2
1
    (17) 
ここで，一般式として一定速度 Voで固相が成長している時の液相内のエネルギ保存を混合平均温度と集中熱容量
の概念を用いて定式化すると，  
( ) ( ) ( )fbfbhhbop TThTThdt
dT
tVHc −−−=−ρ        (18) 
となる．図 6.から対流熱伝達率 h は時間平均的にほぼ一定とみなせるので，式(18) は以下のように解かれる． 
( ) ( ) ( )[ ]F/Coeb Flnt/texpTTtT 11 −−−+= ∆        (19) 























































































































Fig.5 Time series of space averaged heat flux and temperature in the 
liquid region after the upper wall temperature is switched from To to 
TLiquidus. The initial and boundary conditions; Co=5 [wt%], Th=5 [oC], 
Vo=0[mm/h]. 







 hh   hf



































Fig. 6 Time series of convective heat transfer coefficients after 
the upper wall temperature is switched from To to TL. The initial 

















= ,  
H
tVF o= ,  ( ) ebo TTT −= 0∆      (20) 
ここで，∆Toは凝固開始初期段階で発生する温度差，tc = ( ρcpH / 2hb) は時定数であり，液相内の温度に関する非 
定常特性を表す重要なパラメータとなる．また，F は固相の占める体積割合を表し，F=0.1 程度までであればほ
ぼ無視出来る（Vo=0 の時は，F→0 となる）．上記の式(19)から求められた予測曲線を図 5 に重ねて示す． 
これらの考察から，固液界面で溶質が排出され，凝固点降下が起こった場合でも，熱伝達率 hf と hhが分かれば，
液相内の混合平均温度 Tbおよび，固液界面への熱流束 q"f の時間的変化を予測することができると考えられる． 
 
3・2 溶質排出による効果 
図 7~10 に初期濃度 Co = 5 [wt%]，加熱面温度 Th = 5 [oC]，成長速度 Vo = 15 [mm/h]の時の解析結果を示す．固液
界面近傍の平均濃度 fC  は固液界面の成長と共に増加するが，図 7 に示すように液相内の混合平均濃度 Cbとの差
を取ると，濃度成層の崩壊後，時間平均的にほぼ一定値となることがわかる．混合平均濃度 Cbは固相率 F から
容易に求める事ができる値であるから，界面近傍の液相側濃度 Cfおよび対応する平衡温度 Tf は十分予測可能で
あると考えられる． 
 図 8 に示すように，固液界面近傍での濃度成層崩壊後，3・1 の溶質濃度の変化を考慮しない解析と同様，界面
および加熱面での対流熱伝達率 hf , hh は非常に早い段階で時間平均的にそれぞれ一定値となった．しかし，先の
場合とは違い，hf に対する hhの値は 70%程度となった．これは，界面近傍での溶質排出が対流熱伝達率を上昇さ
せたものと考えられる．溶質濃度による密度変化が支配的である様子は図 10 の上面（固液界面）から下降する













































































































































Fig. 7 Time series of temperature on the solid-liquid interface and the concentration difference between the interface and 
the bulk in the liquid region. The initial and boundary conditions; Co=5 [wt%], Th=5 [oC], Vo=15 [mm/h]. 









































 hh   hf

































Fig.8 Time series of convective heat transfer coefficients. 
The initial and boundary conditions; Co=5 [wt%], Th=5 
[oC], Vo=15 [mm/h]. 
























































































Fig.9 Time series of space averaged heat flux and bulk temperature in 
the liquid region and the predicted values by eq.(17), (18). The initial 







 各条件における濃度差( fC -Cb) の結果を図 11 に示す．図 11 からこの濃度差は温度 Rayleigh 数にはあまり依存
せず，成長速度 Voと初期濃度 Coにより決定されていることが分かる．これは，今回行った解析範囲が，温度
Rayleigh 数に対する濃度 Rayleigh 数が 10 倍程度大きかったためと考えられる．また，この図から界面近傍の溶質
濃度の時間変化は，成長速度 Voと初期濃度 Coが決まれば予測できると考えられる． 
 図 12 に液相内での有効 Rayleigh 数 log10(RaT+ RaC) に対する固液界面での Nusselt 数 log10(Nuf ) の変化を示す．
この図から，Nuf と(RaT+ RaC)との間に以下の関係式(21)； 
( ) 3063013430 .CTf RaRa.Nu +≈    (ただし 86 101106 ×<<× TRa , 98 101104 ×<<× CRa )  (21) 
を導くことができ，Nusselt 数 Nufと Rayleigh 数の和(RaT+ RaC)との間におよそ 1/3 乗の関係があることが分かる．
また，Nusselt 数 Nu の定義から，対流熱伝達率 h との間に次の関係式(22)が成り立つ． 

























Fig.11 Relations between the concentration differences and solid layer growth rates with different bottom temperatures. 
 
Fig.10 Computational resuls of the concentration and temperature fields. The initial and 
boundary conditions; Co=5 [wt%], Th=5 [oC], Vo=15 [mm/h]. 







































=          (22) 
よって，各初期条件から対流熱伝達率 hf を予測することができる． 
 図 13 は加熱面での対流熱伝達率 hhの変化を表す．縦軸に(hh /hf )をとり，横軸には液相内の有効 Rayleigh 数(RaT+ 
RaC)に対する濃度 Rayleigh 数 RaCの比 RaC /(RaT+ RaC)をとった．この図から，RaCの割合の増加に伴い上下面間の
対流熱伝達率の差が大きくなり，逆に RaCの割合の減少に伴い(hh /hf )は 1 に近づいて行くことが分かる（図 6 か
ら，液相内が温度 Rayleigh 数のみに支配されている場合，すなわち，液相内で濃度差が生じず液相内の濃度
Rayleigh数RaC＝0であるとき，上下面の対流熱伝達率 hは時間平均的に同値となり(hh /hf )=1となる．したがって，
RaC /(RaT+RaC)=0 のとき(hf /hh)=1 となる）．これは，溶質排出により生じる上下面での対流熱伝達率 h の差が，液
相内の有効 Rayleigh 数(RaT+ RaC)に対する濃度 Rayleigh 数 RaCの割合により予測できることを意味する．実際に
は，固液界面での対流熱伝達率 hfは図 12 より液相内の有効 Rayleigh 数により予測できるため，その値を用いて
図 13 により加熱面での対流熱伝達 hhを予測することができる． 
 
4. 結言 
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主要記号 
C ：溶質濃度 [wt%] 
D ：物質拡散係数 [m2/s] 


























































Fig.13 Relation between (hh / hf) and (RaC / (RaT+ RaC)). Fig.12 Relation between the convective heat transfer 
coefficients on the solid-liquid interface and the Rayleigh 
number in the liquid region. 
 
  
F ；固相率 [-] 
H ：水槽深さ [m] 
Nu ：平均 Nusselt 数 [-] 
Ra ：Rayleigh 数 [-] 
T ：温度 [℃] 
V ：固相の成長速度 [m/s] 
f ；固相厚さ [m] 
cp ：比熱 [J/(kg･℃)] 
h ：平均対流熱伝達率 [W/(m2･℃)] 
k ：熱伝導率 [W/(m･℃)] 
m ：液相線温度の勾配 [-] 
q" ：熱流束 [W/m2] 
t ：時間 [s] 
α ：熱拡散係数 [m2/s] 
ν ：動粘度 [m2/s] 
ρ ：密度 [kg/m3] 
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